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Llerrn Professor Freudenthal zu eeinem 66. Geburtstag gewidmet
In diesel' Arbeit klassifizieren wir alle Geometrien, die dieselben topo-
logischen Eigensehaften wie die beiden klassischen nicht-kompakten
Ebenen besitzen und dariiber hinaus eine punkttransitive dreidimensionale
Gruppe von Kollineationen zulassen,
Die Geraden jeder Ebene E del' von uns betrachteten Klasse bilden ein
System von abgeschlossenen zu U homoomorphen Teilmengen del' Punkt-
menge $ R:j I-P von E, so daB durch je zwei versehiedene Punkte genau
eine Gerade geht. Wil' nennen E eine Salzmann-Ebene, weil solche Geo-
metrien von SALZMANN [1967a] ausfiihrlich untersucht wurden, und zi-
tieren diese Arbeit, die zum genaueren Studium del' Eigensehaften von
Salzmann-Ebenen empfohlen sei, im folgenden kurz mit TP. Gilt in einer
Salzmann-Ebene E das Parallelenaxiom, so heiBt E eine ebene affine
Ebene (SALZMANN [1962a] und [1964]).
Jede Gruppe von Kollineationen einer Salzmann-Ebene E ist eine Lie-
gruppe del' Dimension .;;;; 6 (SALZMANN [1967] Satz 1.3 und 1.4). In TP
wurde bewiesen, daB eine Salzmann-Ebene E, die cine vierdimensionale
Gruppe von Kollineationen gestattet und nicht affin ist (eine ebene affine
Ebene mit vierdimensionaler Kollineationsgruppe ist entweder desar-
guessch oder moultonsch), isomorph zur Geometrie:Q sein muB, die sich
in einer offenen Halbebene del' reellen affinen Ebene mit den gewohnliohen
Geradenstiicken als Geraden darstellen liiBt. Nach SALZMANN [1967] und
STRAMBACH [1968] sowie STRAMBACH [1969] sind einerseits auch alle
Salzmann-Ehenen E bekannt, die eine dreidimensionale Gruppe von
Kollineationen mit einem Fixpunkt hzw. mit (mindestens) einer Fix-
gel'aden zulassen: Ist E weder eine affine Ebene noch isomorph zur Geo-
metrie :Q, so kann E auf del' Punktmenge del' reellen affinen Ehene D
so reprasentiert werden, daB man als Geraden del' Geometrie auBer den
gew6hnlichen Geraden durch den Koordinatenursprung alle Bilder eines
Astes del' Hyperbel y=x-1 unter del' auf D wie iiblich operierenden Gruppe
SL2(U) auszeichnet. Andererseits wurde in STRAMBACH [1967] bewiesen,
daB die beiden klassischen nichtkompakten Geometrien die einzigen
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Salzrnann-Ebenen sind, die geradentransitive Gruppen von Kollineationen
besitzen. Da jede eindimensionale Punktbahn einer dreidimensionalen
zusammenhangenden Kollineationsgruppe einer Salzmann-Ebene in einer
Geraden del' Geometrie enthalten ist und jede Gruppe von Kollineationen
mit lauter zweidimensionalen Punktbahnen punkttransitiv operiert,
schliel3t del' folgende Satz die Klassifikation del' Salzmann-Ebenen mit
dreidimensionaler Kollineationsgruppe abo
Satz: 1st E. eine Salzmann-Ebene und T eine dreidimensionale, zu-
sammenhiingende, punkttransitive Gruppe von Kollineationen der Geometrie
E., so gibt es tiir das Paar (1', E.) genau eine der [olqenden. Moglichkeiten:
(i) E. ist die reelle affine Ebene, und die Gruppe T ist Erweiterung der
Translationsgruppe durch eine der nachsiehenden. Gruppen:
a) eine Einparametergruppe von Drehstreckungen bzw. Drehungen.
b) (x, y) 1-)- (atx, bty) mit t E '8, uiobei a und b teste positive Zahlen sind.
c) (x, y) 1--+ (x -!.- ky, y) mit k E 1\.
d) (x, y) 1--+ (etx +tety, ety) mit t Eft, wobei e die Basis der naturlichen
Logarithmen ist.
(ii) E. ist die klassische hyperbolische Geometric, und T ist die zu PSL2 ('ft )
isomorphe Gruppe orientierungstreuer hyperbolischer Bewegungen.
(iii) E. ist isomorph zur Geometrie Q; stellt man E. in der oberen Halbebene
der reellen affinen Ebene 0 dar, so wird T von einer Gruppe der Affinitaten
der Gestalt (x, y) H· (atx I wy +v, bty) mit w, v, t E '0 induziert, wobei a und
b teste positive Zahlen sind.
(iv) E. ist eine (offene) Halbebene eines der in SALZMANN [1964] S. 157
beschriebenen nichidesarquesechen. M odelle und lapt sich aut der Punktmenge
~={(x, y); x>O, y En} so darstellen; dap die Geraden von E. die in ~
liegenden Teile der Kurven tc c const, y=ax I-b mit a;>O und y=axe-l'l_b
mit a < 0 sind, wobei 0 < (} < 1 eine teste reelle Zahl ist. Die Kollineations-
gntppe T wird dann aut E. von der Gruppe der AffiniUiten
(x, y) 1--+ (cx, ty 1- u) mit c, u, t E'fl und ct » 0
induziert. Zwei Ebenen E.el und E.e2 sind nur dann isomorph, wenn (}l = (}2
gilt. E. ist nicht desarquessch,
(v) E. ist eine ebene affine "Parabelebene"; alle M odelle dieser Familie
sr von uberabziihlbar vielen nichtisomorphen Ebenen wurden von SALZMANN
[1965] angegeben. Die Translationsuntergruppe von r ist eindimensional,
und die Pamilie Sf enthiilt auch die reelle Ebene.
(vi) E. ist nicht desarguessch und lapt sich in der Halbebene ~ = {(x, y);
x> 0, y E '8} so darstellen, dap die Geraden von E. die in ~ liegenden StUcke
der Kurven
x = const, y = ax +b mit a;» 0 und y = a In x t- b mit a < 0
sind. T wird au] E. von der Gruppe der Affinitaten
(x, y) 1--+ (cx, ty -;- u) mit c, t, u E'O und ct » 0
induziert und ist die volle K ollineationsgruppe von E..
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Am intercssantesten sche in t un s die in (vi) besohrieb ene Geometric,
weil sic keiner Familie von unendlich vielcn Modellen angehort , Sie besitzt
natiirlich auch ein .\lodell in del' vollc n reellen affinen Ebene 0: Die
Gerade n von E sind dann di e Kurven x = canst , y = ae»+b, falls a > 0,
sowie y = ax 1-b, falls a <: 0 gilt; dabei ist e die Basis del' naturlichen
Logarithmen, Die Gruppe r wirkt dann a uf E 'fie die Gruppe del' Ab-
bildungen (x , y) 1--+ (x +u, ty +v) mit t » 0, u , v, d En.
B ezeichnung en: r ist die Zusammenhangskomponcnte del' topo-
logischen Gruppe r, mit r p sei die Standuntergruppe von r auf dem
Punkt p einer Mannigfaltigkeit und mit [1': T p ] del' R estklassenraum von
r nach I'p bezeichnct. AIle von uns betrachteten Untergruppen topolo-
gischcr Gruppen sind abgesc hlossen . Die Homoom orphie zwischen zwei
Raumen wird oft dureh R> kenntlich gemacht.
Wegen einiger einfacher, in den Beweisen meist ohne Erwiihnung be-
nutzter Eigcnschaften t op ologischer Transformations gruppen auf zwei-
dimensionalen :Mannigfaltigkeiten sei auf STRAM BACH [1967] § 1 oder [1968]
§ 1 verwiesen, wo man eine Zusammenstellung find en kann.
BEWEISE
Zunachst seien zwei Aussagen forrnuliert, die sieh beim Beweis des
Sat zes als nutzliehe Hilfsmittel crw eisen . Die erste von ihnen geht auf
H IG:\IAx-Mc LAUGHLIN zuruck (vgl. auch TP 1.1) und behandelt Inzidenz-
st rukt uren E= (~ , B, E) im Sinne von P ICK EItT S. 2, die eine auf Fahnen,
d.h. inzidenten Punkt-Geraden-Paaren t ransitive Gruppe von Auto-
morphismen zulassen.
Hilfssa tz 1 : LI sei eine fah nentransit ive Oruppe von Kolli neationen
einer Pickertschen. I n zidenzstru ktur E. B ezeichnei (p , L) eine Fahne von E,
so sei JI = LI p und A =- /1£ gesetzt . Danai is t E isomorp h zu der [olqenden.
1nzidcnzstruktur E* : Die Punkte von E* sind. die N ebenklassen. JIo; mit
0; E LI , die Geraden von E* sind die N ebenklassen A f3 mit f3 E ,1, und der
Punkt Il« inzidiert mit der Geraden. Af3 genau damn, wenn l l« n A f3 ~ 0
gilt, d.h. genau die P aare JIb und lib sind inzident.
Hilfssatz 2: E sei eine Salzmamn-Ebene , di e eine dr eidimensionale,
zusam menluinqende , punkttran sitive Gruppe r von Kollineationen zulaf3t.
r besit ze zwei eindimensiona le zu '0+ isomorphe N ormalteil er f/J und 'P mit
f/J n lJi = 1 und erju lle aufJerdem die folgend en E igenschaften :
(a) f/J lafJt eine Gerade G von E fest .
(b) Die S taruigrupp e I'« einer (in E) abqeschlossenen. Punktbahn K von
'P is t isomorph zu L 2 = {x 1-7 ax +b; a> 0, b E 'ft.} und operiert auf K effektiv.
Dann. lafJt die S tandgruppe T z ~ n+eines beliebigen Punktes x aus E
zwei oerschiedene m it x inziden te Geraden fe-st.
B ewei s: f/J liiJ3t jede Gerade del' Balm Gr fest , und di e Geradenschar
Or ist nach STRAMBACH [1967a] Hilfssatz 3.2 im Gcradenraum abge-
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schlossen und homeomorph zu n, weil sie E. sohlicht uberdeokt (d.h.,
jeder Punkt von E. liegt auf genau einer Geraden aus Or). Der Normal-
teiler 'P besitzt in E. keinen Fixpunkt, da sonst T auf E. nicht effektiv
ware. Es gibt also eine eindimensionale in E. abgeschlossene Punktbahn
K von 'P in E., die sogar eine I-Mannigfaltigkeit ist (HORNE). Ware K
homeomorph zur Kreislinie, so mulste die Geradenschar Or kompakt sein,
da 'P auf Or transitiv operiert (TP 2.13). Daher ist K homoomorph zur
reellen Zahlengeraden. Da r punkttransitiv operiert, ist jede Punktbahn
von 'P abgeschlossen und homoomorph zu E; die Familie {K9'; q; E T}
dieser Bahnen uberdeckt die Punktmenge von E. schlicht und bleibt unter
T als Ganzes invariant.'
Da aIle Standgruppen von T auf Punkten von E. konjugiert sind, diirfen
wir insbesondere x=G n K wahlen ; l'x ist zusammenhangend und lailt
sowohl K als auch 0 fest. 1'z ist isomorph zu n+ und operiert auf den
Punkten von K, die durch 'P auf naturliche Weise angeordnet sind, wie
die Gruppe {x 1--+ ax; 0 < a E B} auf der reellen ZaWengeraden (SALZMANN
[1963] Hilfssatz 1.10). Die Gerade 0 bestimmt zwei (offene) Halbebenen
HI und H2, die unter 1'z invariant bleiben. Wir durfen voraussetzen, daB
K keine Gerade der Geometrie E. ist, denn sonst ware nichts zu beweisen.
Da 'P auf Or transitiv wirkt, gilt K n Ht =1= 0.
Wir betrachten den zu n homoomorphen Raum It del' von x ausge-
henden, in Ht liegenden Halhgeraden von E.. Die Gruppe 1'x '"'-' n+ operiert
auf den Raumen It jeweils scharf transitiv, denn sonst liefle sie eine mit
x inzidente von 0 verschiedene Gerade fest (SALZMANN [1962] Hilfssatz 4).
Daher schneidet jedc Halbgerade aus It die Bahn K in genau einem
Punkt von Hi.
Es sei L eine Gerade mit x E Lund L n K n Ht~ Uf. Die durch UI
gehende Gerade aus Or sei mit S bezeichnet; sie bestimmt zwei (offene)
Halbebenen T1 und T2• Del' Punkt x liege etwa in T2• Dann ware aber
auch U2 E T2, und es galte IL n K n T21;;;. 2, was ein die Behauptung be-
weisender Widerspruch ist.
Nun wenden wir uns dem Beweis des Satzes zu; er wird in rnehreren
Schritten geftihrt.
(a) Enthalb die Gruppe T kompakte Untergruppcn =1= 1, so ist E. nach
STRAMBACH [1969a] Satz 2.2 entweder die reel le affine Ebene oder die
klassische hyperbolische Geometrie, und T ist die Gruppe del' orientie-
rungstreuen euklidischen bzw. hyperbolischen Bewegungen. Daher setzen
wir fur das weitere voraus, daB T einfach zusammenhangend ist.
(b) Die Gruppe 1'ist dann auflosbar, denn sonst ware sie isomorph
zur universellen Uberlagerung der Gruppe pSk(n) und konnte auf E.
nicht punkttransitiv operieren (STRAMBACH [1967a] Lemma 3.3).
(c) Besitzt r einen Normalteiler N '"'-' '62, der auf E. nicht punkt-
transitiv operiert, so liegt jeder Punkt von E. in einer eindimensionalen
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Bahn von N, und fist entweder die reelle affine Ebene 0 odor eine (offene)
Halbebene von 0 mit den gew6hnlichen Geradenstiicken als Geraden.
Die Gruppe N operiert in beidcn Fallen als die von den Scherungen er-
zeugte Gruppe, deren Achsen die Bahnen von N sind (STRAMBACH [1970]
§ 3). Im weiteren nehmen wir also an, daB jeder zu '82 isomorphe Normal-
teiler von T auf f punkttransitiv ist.
(d) Die Gruppe T habe nichttriviales Zentrum Z 1= 1; dieses ist dann
isomorph zu '6+ (JACOBSON S. 11-13) und operiert auf f fixpunktfrei
(STRAMBACII [1967a] Hilfssatz :3.1). Da die eindimensionale Standgruppe
rp '"'--' 'fi+ eines Punktes p von f sogar alle Punkte pZ festlaBt, ist pZ eine
Gerade del' Geometric f (TP 3.22), und unter Z bleibt cine zu '6 homoo-
morphe f schlicht iiberdeckende Geradenschar f geradenweise invariant
(STRAM BACH [1967a] Hilfssatz 3.2). Z operiert auf jeder Geraden aus f
scharf transitiv. Da nach (c) kein zu U2 isomorpher Normalteiler von T
die Schar f geradenweise festlaflt, induziert T auf f nach dem Satz von
BROUWER (TP 3.18 oder SALZMANN [1963] Hilfssatz 1.9) eine zu ~=
= {x 1--+ ax 1- b; a> 0, b E '6} isomorphe Transformationsgruppe, und es
gilt 1'/z ':'-!. L 2 • Daher ist T ~ R+X L 2 (JACOBSON S. 11-13). Die Kommu-
tatorgruppe 1" ~ rp operiert auf f scharf transitiv (SALZMANN [1963]
Hilfssatz 1.10). Das Erzeugnis von F' und T p ist eine nichtabelsche Gruppe
zl, die zweidimensional ist, da sic wegen prpr l = pr l auf f nicht punkt-
transitiv operiert. Daher ist zl '"'--' L 2 und II n Z = 1 sowie 1'=Ll x Z. Jedes
Komplement von 1" = II' in II liil3t genau eine Gerade aus f punktweise
fest und bewegt alle iibrigen Geraden von f (SALZMANN [1963] Hilfs-
satz 1.10).
Die Kommutatorgruppe F' '"'--' '6+ hat in f eine abgeschlossene ein-
dimensionale Punktbahn B (HORNE). Da I: = 1" x Z auf f scharf punkt-
transitiv operiert, iiberdeckt die Schar :r del' Punktbahnen B d mit <5 E E
die Ebene f schlicht. Die Standgruppe 1'z ~ n+ eines beliebigen Punktes
z von f liil3t die mit z inzidente Gerade L aus f punktweise und die z
enthaltende Bahn Bz aus ~ als Ganzes fest. Da 1". 1'z = zl r-J L2 gilt und
1'z keinen Punkt von Bz aul3er z festlassen darf (TP 3.22), operiert zl auf
B, effektiv. Nach Hilfssatz 2 liil3t 1'z in z auch eine von L verschiedene
Gerade K del' Geometric f fest. Da das Zentrum Z von T auf del' Bahnen-
schar :r wegen B~,jz, =~ scharf transitiv operiert, abel' L als Ganzes
festliil3t, schneidet jede Bahn aus 1: die Gerade L, und ~ bleibt unter
r z elementweise fest. Wiire K 1= Bz, so gabe es unter 1'z auch auBerhalb
von L Fixpunkte, und dies widerspricht TP 3.22. Daher sind die Bahnen
del' Schar ~ Geraden del' Geometrie E, und T induziert auf ~ ~ '6
(STRAMBACH [1967a] Hilfssatz 3.2) eine zu '6+ isomorphe Transformations-
gruppe, weil ~ sogar unter Ll = 1" . 1'z geradenweise festbleibt.
Da das Zentrum Z auf ~ scharf transitiv ist, schneidet jede Gerade
aus ~ jede beliebige Gerade aus f. Die Geraden L E fund Bz E ~ teilen
die mit z inzidenten von Bz und L verschiedenen Geraden in zwei Transi-
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tivitiitsgebiete ein: Bliebe namlich unter r z eine Gerade G:3 z fest, die
sowohl von L als auch von Bz vcrschic den ware, so miiJ3te sic sogar punkt-
weise festbleiben, weil 1~ C L1 die E schlicht iiberdeckende Schar l: ge-
radenweise festliiJ3t. Da un tel' r z auch L punktweise invariant bliebe,
widersprache dies wiederum TP 3.22. Bezeichncn wir die von z ausgehenden
(offenen) Halbgcraden von L bzw. B z mit L+ und L- bzw. Bz+ und B z- ,
so sei I z das zu 'ft homoomorphe Transitivitiitsgebiet aller "zwischen"
L+, Bz+ und L-, Bz- liegenden, mit z inzidenten Geraden unter l~ und
IDz die Bahn aller zwischen L+, B z- und L-, B z+ liegenden Geraden; l~
operiert auf I z und IDz jeweils scharf transitiv, Die Gruppc r operiert
dann jeweils scharf fahnentransitiv auf jeder del' beiden Inzidenzstruk-
turen }Sl und }S2, wobei die Punkte von }Si die Punkte von E und die
Geraden von }Sl bzw. }S2 die Bahnen (Xzf bzw. (~)z( sind. Da del' Ge-
radenraum @ von E zum Mobiusband homeomorph und f eine zu 'ft
homoomorphe in @ abgeschlossene Teilmenge ist, ist del' Raum &\f, del'
aus @ durch Weglassen von f entsteht, homeomorph zu 'ft2. Da die zu n
homoomorphe Schar l: in @\f ~ 'ft2 abgeschlossen ist, bestimmt sie in
@\f zwei zu 'fl2 homoomorphe disjunkte Teilmengen (lzf und (IDz{.
Die Standgruppe von r auf einer Geraden aus }Sf ist daher stets zusammen-
hangend, Kennt man die Inzidenzstrukturen }Sf sowie die Art wie sie
zusammengefiigt sind, so erhalt man nach Hinzufiigung zweier Scharen
paarweise unverbundener Punkte die Struktur del' Salzmann-Ebene E.
Sei }S eine del' Strukturen }St. Wir nehmen zunachst an, daB die zu-
samrnenhangende Standgruppe T a ~ H+ einer (und dann jeder) Geraden
G aus}S in L= 1" x Z liegt. Wegen 1" +- Ta-FZ ist T a eine echte Diagonal-
untergruppe von 2.'. Die Standgruppen von r auf den Punkten von E
bilden eine Klasse konjugierter Komplemente von 1" x Z in 1'. Die Gruppe
T besitzt eine Darstellung als Gruppe del' :Matrizen
( ~I eUot OV1)g(t, U, v) = mit u, v, t E 'ft,
wobei e die Basis del' natiirlichen Logarithmen bedeutet. Da die Abbil-
dungen g(t,u,v) ~-g(t,pu --q(et-I), rv I-st) mit rp-fO Automorphismen
von {g(t, u, v)} sind (vgl. SALZMANN [1964] S. 154), ist die Automorphismen-
gruppe A von T transitiv auf del' Menge del' Paare (II, A), wobei II ein
Komplement von L in T und A cine (echte) Diagonaluntergruppe von
List. Nach Hilfssatz 1 kann man nun zeigen, daB }S zu del' folgenden
Unterstruktur T del' reellen affinen Ebene D isomorph ist : Die Punkte
von T sind aIle Punkte von D, die Geraden von T sind aile Geraden von
D, die (beziiglich eines festen cartesischen Koordinatensystems) einen
positiven (bzw, negativen) Steigungsfaktor haben, wobei die Inzidenz-
beziehung die iibliche ist.
(e) Sind sowohl }Sl als auch ~2 isomorph zu T, so ist E nach (d) cine
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ebene affine und nach SALZMANN [1964] § 3 sogar die reelle affine Ebene,
und r wirkt auf E wie die Kollineationsgruppe
{(x, y) 1-+ (ax-i-b, y +c); a> 0, b, c E 'OJ
1st die zusammenhangende Standgruppe r G '" '6+ einer Geraden G aus
~ nicht in 1.' = 1" x Z enthalten, so ist r G' Z1Zein Komplement von 1.'1Z
in F/Z ~ L2 (STRAMBACH [1966] S. 286). Da rG·zlz zu 'ft+ isomorph ist,
gilt r G 11 Z = 1, und T G = A ist (wie Tz) ein Komplement der Gruppe 1.'
in r. Sei x ein mit G inzidenter Punkt von ~. Die Standgruppe ra; = II
ist ein von A verschiedenes Komplement von 1.' in T'; da JI'"= 0(.-1 Il« den
Punkt x fX sowie jede Gerade aus 't festlalit. und A auf G seharf transitiv
operiert, sind II und A in r nicht konjugiert. Wurden JI und A einander
zentralisieren, so mufste II die Gerade () punktweise festlassen; da aber
unter II aullerdem die von G versehiedene mit x inzidente Gerade X Z E f
punktweise festbleibt, widerspraohc dies TP 3.22. Daher sind II und A
zwei in T nieht konjugierte, einander nieht zentralisierende Komplemente
von E= 1" x Z in 1'. Die Automorphismengruppe A von T ist auf der
Menge del' Paare nicht konjugierter einander nicht zentralisierender
Komplemente von 2,' in r transitiv (SALZYI:AN~ [1964] S. 154). Daher
folgt, wenn man Hilfssatz 1 benutzt, dall \S zu der folgenden Unter-
struktur £ del' reellen affinen Ebene 0 isomorph ist: Die Punkte von 2
sind die Punkte der Halhebene ~ = {(x, y); x> 0, y E 'B.} von 0 (bezuglich
eines festen eartesischen Koordinatensystems), die Geraden von 2 sind
die in ~ !iegenden Teilstucke derjenigen gewohnlichen Geraden, die einen
positiven (bzw. negativen) Steigungsfaktor haben.
Ist sowah! ~1 als aueh ~2 isomorph zu 2, so ist auch die Salzmann-
Ebene E selbst in del' Halbebene ~ darstellbar; die Kommutatorgruppe
I" wirkt in diesem Falle wie die von den Translationen (x, y) 1-+ (x, y+b)
mit b E'B. in ~ induzierte Automorphismengruppe, das Zentrum Z von r
wird in ~ von den Abbildungen (x, y) 1-+ (ax, y) mit 0 < a E'B. induziert.
Die Wirkung von r auf die in .)) dargestellte Salzmann-Ebene E kann auf
die Begrenzungsgerade K = {(O, y); Y E '6} von ~ fortgesetzt werden. 1st
dann rein Punkt auf K, del' del' gemeinsame Beruhrungspunkt einer
Geraden L 1 aus \Sl mit einer Geraden L 2 aus \S2 ist, so zentralisieren die
Standgruppen r L 1 und TLz einander, weil T; ~ '62 sowohl das Zentrum
Z als auch ein Komplement von T" x Z in T enthalt. Man stellt nun genau
wie in SALZMANN [1964] S. 155-156 fest, dall E stets eine der folgenden
Geometrien ist : Die Punkte von E sind die Punkte von ~={(x, y); x>O,
Y E 'ft}, die Geraden von E sind die in ~ liegenden Teile del' Kurven
y=const, x=const, y=ax-';-b mit a>O und y=axe-l+b mit a<O, wobei
0< e<:1 eine feste reelle Zahl ist (vgl. SALZMANN [1964] Satz 2.4 und
Bemerkung 2.5). Naeh der eben zitierten Bemerkung 2.5 aus SALZMANN
[1964] folgt auch, dall zwei Salzmann-Ebenen EOl und E 02 genau dann
isomorph sind, wenn g1= Q2 gilt. Eo ist genau dann desarguesseh (zur
Formulierung des desarguesschen Satzes fur Salzmann-Ebenen vgl.
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BUSEMANN S. 67, weil jede Salzmann-Ebene nach TP 2.16 ein G-Raum
ist), wenn (} = I gilt.
(f) Die Inzidenzstruktur 5!h sei isomorph zu T, die Inzidenzstruktur
~2 zu £. Mit T' sei die folgende Inzidenzstruktur bezeichnet: Ihre Punkte
seien aIle Punkte der Halhebene ~={(x, y); z r-D}, und ihre Geraden
seien die Kurven y = a In x +b mit a>°(bzw. a < 0). Da T und T'isomorph
sind (und bei diesem Isomorphismus die Kollineationsgruppe {(x, y) H·
1-+ (x+u, dy+t); d>O, U, t E'8} von Tin die Kollineationsgruppe {(x, y) 1->.
1-+ (ex, dy+t); d:» 0, e> 0, t E'8} von T' libergeht), besitzt die Salzmann-
Ebene E auch in diesem Fall Modelle in der Halbebene ~, wobei r auf
E wie die Gruppe der Abbildungen
(x, y) 1-+ (ex, dy+t) mit c, d, t En und dt>O
wirkt. Da die Darstellung von E in ~ durch I" x Z auf naturliche Weise
koordinatisiert wird und die Standgruppe r G einer durch (I, 0) gehenden
Geraden G von ~2 aus Abbildungen der Form (x, y) 1-+ (ex, y + k In e) mit
0< c En besteht, wobei k eine feste reelle Zahl ist, genligen die Punkte
von G der Gleichung y=k In x. Stellen wir die Salzmann-Ebene E in ~
so dar, daB E () ~2=£ als Geraden y=ax+b mit a>O besitzt, so mull
k<O sein, und es gilt (vi).
Ware die besohriebene Geometrie E desarguessch, so lieBe sie sich, weil
sie ein G-Raum ist (TP 2.16), nach BUSEMANN S. 67 so in einer (offenen)
konvexen Teilmenge Sf der reellen affinen Ebene 0 darsteIlen, daB die
Geraden von E die in Sf liegenden Teile der gewohnliohen Geraden sind.
Da in E fur gewisse Geraden das Parallelen axiom gilt, enthielte st'
eine volle Gerade von 0 und mliBte daher ein Parallelstreifen t oder eine
Halbebene <r von 0 sein. (BUSEMANN-KELLY Exerc. 17.8). Ein ParaIlel-
streifen t enthalt aber nur eine einzige Parallelenschar: also ware E iso-
morph zu <r. Die Kollineationen von E werden in <r von den Kollineati-
onen der projektiven AbschlieBung von 0 induziert (STRAMBACH [1968]
Bemerkung 1.1). Dann mliBte aber die Inzidenzstruktur lB1 isomorph
zu der Unterstruktur von 0 sein, die aus den Punkten von ~ und den
in ~ liegenden Teilen der gewohnliehen Geraden ncgativer Steigung
besteht. Dies liefert aber einen Widerspruch, weil in ~1 das Parallelen-
axiom gilt.
(g) Es bleibt also im folgenden nur der Fall zu betrachten, daB die
Gruppe r triviales Zentrum Z = I besitzt, was von nun an stets voraus-
gesetzt sei.
(h) Operiert r auf E geradentransitiv, so ist E, weil r, einfach zu-
sammenhangend ist, die reelle affine Ebene 0 (STRAMBACH [1967] und
TP 4.16), und r operiert auf E wie die Gruppe der Kollincationen
(x, y) 1-+ (xdt cos t - ydt sin t +U, xdt sin t +yd t cos t + v) mit t, u, v E '8
und einer festen positiven reellen Zahl d =1= 1.
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(i) Operiert die Gruppe T auf E nicht geradentransitiv, so hat sie im
GeI'adcnraum @ von E, del' zum :\1:obiusband homeomorph ist (TP 2.14),
eine eindimensionale zusammenhangende Hahn e. Ist 0 cine Gerade aus
:3, so ist die Standgruppe Tc; zweidimcnsional ; die Zusammenhangs-
kornponcnte e von 1'0 ist dann isomorph entweder zu ,£P odor zur Gruppe
Lz. Da die zu 'fp isomorphe Untergruppo von T die punkttransitive
Komrnutatorgruppe 1" ist (JACOBSO:-l S. 11-13), gilt (9 ~ L2 • Fur die
Standgrnppe T, eines belicbigen Punktes z folgt dann T; n I" ~ 1. Da
jedes Komplement von I" in r gleich scinem Normalisator in I' ist,
liif3t 1~ keinen weitercn Punkt fest, und e operiert auf 0 effektiv. Die
Kommutatorgruppe (9' von (9, die nat.tirlich in 1" enthalten ist, ist dann
auf (1 scharf transitiv (SALZMA~N []fW3] Hilfssatz 1.10). (-)' laf3t wegen
(G"'t' _O~ (Ow)'" fur aIle rp EO T' die E sohlicht uberdeckende zu 1\ hornoo-
morphe (STRAMBACH [l!J67a] Hilfssatz 3.2) Schar aI" geradcnweise fest.
Da ar -- (YoI" = aI" gilt, bleibt die Schar ar' = f auch unter F als Gauzes
invariant, und $ -~ (9' ist ein zu nI isornorpher Norrnalteiler von r, del'
"Triigheitsnormaiteiler" del' Schar f.
(j) Nach JACOBSON S. 11-13 folgt nun, daB die Gruppe sogar ent-
weder genau einen oder genau zwei oder unendlich viele eindimensionale
zu 'fll- isomorphe Norrnalteiler beeitzt.
(k) Hat die Gruppe T unendlich viele eindimensionale Normalteiler,
so besitzt sie in del' Geometric E nach SALZMANN [1967] 2.2 keine freie
Fahne (d.h., kein inzidentes Punkt-Geraden-Paar, dessen Bahn in del'
Mannigfaltigkeit aller inzidenten Punkt-Geraden-Paare offen ware). Da
T punkttransitiv ist, laBt also die eindimensionale Standgruppe I'x ~ 1\+
cines Punktes x von E jede Gerade durch x invariant; sie ist die eindimen-
sionale auf den Geraden durch x semitransitive Streckungsgruppe mit
dem Zentrum x. Die Geometric E ist dann eine ebene affine (TP 3.20)
und nach SALZMAN~ [1958] sogar die reel Ie affine Ebene O. r operiert
auf 0 wie die Gruppe del' Kollineationen
(x, y) 1-+ (ax I U, ay -I v) mit a> 0, u, v c:: n.
(I) Die Gruppe $, die die Schar f geradenweise festliiBt, sei del' einzige
eindimensionale Normalteiler von r. Die Gruppe F induziert dann auf f
eine zu L z isomorphe Transformationsgruppe (TP 3.18 oder SALZMANN
[1963] Hilfssatz 1.9). Die Standgruppe T; ~ 'ft+ eines Punktes z von E
liil3t auBel' z keinen weiteren Punkt fest. K sei die unter r z invariante
mit z inzidcnte Gerade aus f.
Wir nehmen zuniichst an, daB r z auf den von K verschiedenen Geraden
durch z transitiv (und dann sogar scharf transitiv operiert). Da del'
Geradenraum @ von E zum Mobiusband und f zur reellen Zahlengeraden
homoomorph sind, ist del' Raum @\f, del' aus @ durch Weglassen del'
Schar f entsteht, homeomorph zu lP.
Die Gruppe T operiert auf del' Inzidenzstruktur \8, deren Punkte die
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Punkte von E und deren Geraden die Geraden von @\f sind, wobei die
Inzidenz in \B von del' Inzidenzrelation in E induziert wird, scharf fahnen-
transitiv (d.h. transitiv auf inzidenten Punkt-Geraden-Paaren). Kennt
man die Struktur von ~ und fiigt die Mengen in \B paarweise unverbun-
dener Punkte als neue Geraden hinzu, so enthalt man die Struktur von E.
Da die Geradenmenge von \B einfach zusarnmenhangend ist, ist die
Standgruppe F G einer Geraden G aus ~ zusammenhangend und isomorph
zu 'Of-.
1st die Standgruppe Fa in del' Kommutatorgruppe T' ~ 1\2 cnthalten,
so ist F G ein Komplement des eindimensionalen Normalteilers <P in F'.
Da die innere Automorphismengruppe A von F auf del' Menge del'
Paarc tIl, .1), wobci II ein Komplernent von T' und Fund 11 ein Kom-
plernent von ifJ in T' ist, transitiv operiert, ist \B nach Hilfssatz 1 isomorph
zu einer Inzidenzstruktur 0', die aus del' reellen affinen Ebene 0 durch
Weglassen del' Geradenschar y ~ const entsteht. Daraus folgt abel' auch
die Isomorphic zwischen den Ebenen E und 0, und die Gruppc F wirkt
auf E wie die Gruppe del' Abbildungen
(x, y) 1---* (etx t tety I-u, ety-tv) mit t, u, v E 'fl,
wobei e die Basis del' natiirlichen Logarithmen ist.
Liegt die Standgruppe Fe; "-' 'H+ nicht in del' Kommutatorgruppe T',
so ist wegen re;· 1"/1" ~ rG/T' (I r G (HEWITT-Ross S. 33) die Gruppc
Fa (ebenfalls wie r z ) ein Komplement del' Kommutatorgruppe 1" in 1',
und F' operiert auf dem zu '1\2 isomorphen Geradenraum von \8 scharf
transitiv. 1st x ein Punkt der Geraden G, so ist die Standgruppe rx ein
von F G verschiedcnes Komplement von 1" in F, und es gilt l'x, (I F G = 1.
Die Gruppe F besitzt cine Darstellung als Gruppc der Matrizen
(1) (~l U~tg(t, U, v) " t~t) mit t, 1t, V E ft,et
wobei e die Basis der naturlichen Logarithmen bedeutet (vgl. SALZMANN
[1965J S. 2.'55). Da die Kommutatorgruppe T' auf E scharf punkttransitiv
operiert, besitzt die Geometrie E eine Darstellung E in del' reellen affinen
Ebene 0, so daB die Punkte von E in kanonischer Weise durch die Gruppe
{g(O, x, y)} koordinatisiert werden konnen : (x, y) .--.;.. (0, O)g(O,X,y). Die Li-
nien x = eonst sind dann in diesel' Darstellung die Geraden der Schar f.
Die Standgruppc des Punktes (x, y) hat die Form
r(X,y) =T(x, y) = {g(t, 0, O)}g(O,X,y) = {g(t, x(l-et), y(l-et)-xtet); t E 'ft.}
Dureh den Punkt (0,0) geht eine Gerade G E~, deren Standgruppe rG
die Form {g(t, a(1 -- et ) , b(1- et ) - atet )} besitzt. Ware a = 0, so bestande
.die Gerade G wegen
{g(t, 0, 0)~(s,O,b(H'» = {g(t, 0, b(1 - eS )(1- et ) ) } = T(O, b(1- eS ))
aus den Punkten (0, b(1-- eS ) ) mit s EO 'ft, weil rG auf G scharf transitiv
operiert. Del' Punkt (0, b) ware dann abel' ein nicht zu G gehorender
Bertihrungspunkt von G, was del' Abgeschlossenheit von Gals Punkt-
menge widerspricht (TP 2.1) und aT°beweist.
Da die Standgruppe r(O, 0) auf den durch (0, 0) gehenden Geraden aus
~ scharf transitiv operiert, ist die Gruppe
{g(t, a(1- et), b(1 - et) - atet)}g(-ba-1,O, 0) =
= {g(t, a(l_et)e- ba- 1, -ae -ba-1tet )}= {g(t, d(l-et), -dtet); t EO U}
ebenfalls Standgruppe einer mit (0,0) inzidenten Geraden L aus ~. Die
Gerade L besteht wegen
T(O, 0)g(s,d(1--e8),-dse··) .. T(d(I __ eS), --dseS)
genau aus den Punkten (d(1 - eS ) , -- dses) mit s EO '~; daher laUt sie sich
durch die Gleichung
(2) y ~ (x-d) In (1--d-1x) mit x-ed. bzw. x z-d,
je nachdem ob d> °oder r; < 0 gilt. Da 1" auf del' Geradenmenge von
\B scharf transitiv operiert, erfassen wir wegen
T't», y)U(O,m,n) - T(x +m, y -;- n)
durch die Gleichungen
(3) y--n= (x -m-d) In (I-d-I(:r-m)) mit m, n EO H und
x-c d-s m bzw. x c-d « m,
je nachdem ob d> °oder ri < °gilt, aIle Geraden von ~.
Auch ein Element g(w, 0, 0) ist abel' cine Kollineation del' Darstellung
E, und das System (3) del' Geraden von ~~ bleibt unter g(w, 0, 0) (als
Ganzes) invariant; insbesondere worden die Punkte del' Geraden (2) unter
g(w, 0, 0) auf die Punkte einer Geraden del' Form (3) abgebildet. Es gilt
jedoeh
(4)
und die Punkte del' Geraden (2) werden auf Punkte abgebildet, die del'
Gleichung
(5) y ~wx t (x-eWd) In (l-d-1xe-W) gentigen,
wobei x < dew bzw. x> deW gilt, je naehdem ob d » °oder d < 0 ist. Da
g(w, 0, 0) eine Kollineation von ~ ist, mullte sich (5) fur beliebiges w in
del' Form (3) schreiben lassen, was einen Widerspruch liefert.
Wir konnen also voraussetzen, daB die Standgruppe rz ':::: 8+ eines
Punktes z von E auf den dureh z gehenden von z'1> = KEf versohiedenen
Geraden nicht transitiv ist. Nach SALZ)lAN~ [1962] Hilfssatz 4 liiBt dann
I'z sagar eine von K versohiedene mit z inzidente Gerade L von E in variant
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und operiert auf den von z ausgehenden (offenen) Halbgeraden L+ und
L - von L scharf transitiv. Wir benutzen nun wieder die Darstellung der
Gruppe T als Gruppe IJI der Matrizen (1). Dem Normalteiler t/> entspricht
in IJI die Gruppe {g(O , 0, v)}, der Kommutatorgruppe F' die Oruppe
{g(O, u, v)}. Da F' auf E punkttransitiv operiert, konnen wir die Geometrie
E in der reellen affinen Ebene D auf nattirliche Weise koordinatisieren,
indem wir den Komplementen
T(x, y) = {g(t, x( 1-el ), y( 1- el) - xte l ) ; t E I~}
del' Gruppo {g(O, u, v)} in '[I die Punkte (x, y) von D zuordnen (vgl. SALZ-
MANN [1965] S. 256-257) . Die Schar f geht bei dieser topologischen Ab-
bildung in die Linien x = canst tiber. Unter der Gruppe {g(t, 0, 0); t E U}
bleibt cine durch den Punkt (0, 0) gehende von x = 0 verschiedene Gerade
L invariant; L schneidet jede Gerade x = canst, weil r auf f cine zu
L2 --'" {x -)- ax +b; a > 0, b E 'ft} isomorphe Transformationsgruppe induziert
('1'1' 3.18 oder SALZMA~N [1963] Hilfssatz 1.9) und r z ~ l"'zt/>/ifJ auf f
wie die Gruppe {x --+ ax; 0 < a En} auf der reellen Zahlengeraden wirkt
(SALZMA~X [196:l] Hilfssatz 1.10). Daher enthalt L die Punkte (1, p) und
(-1, q). Wegen (4) enthalt LauBer dem Punkt (0,0) genau die Punkte
(x, y), die der Bedingung y= (In x+p)x ftir x > 0, y"""" (In (-x) -q)x fur z «; 0
gentigcn (vgl. SALZ)fAN~ [1965] S. 257 (2) und STRA)fBACH [1969] § 2 (2)).
Genau wie in SALZMANN [1965] S. 257 (2) ergibt sich nun, daB die Geradcn
Lund Lg(O,e'l,O) wegen (4) einander zweimal schneiden mufsten, was einen
Widerspruch bedeutet.
(m) Die Gruppe I' habe auller dem 'I'ragheitsnorrnaltciler ifJ von f
genau einen weiteren zu 'ft+ isomorphen Normalteiler tp oF ifJ.
Es gilt sogar t/> f""I tp = 1, und F' = ifJ x lJfoperiert auf E wegen (c) punkt-
transitiv (JACORSO~ S. 11-14). (t/> ist auf jeder Oeraden aus f scharf
transitiv.) Nach HORNE existiert eine in E abgeschlossene eindimensionale
Punkthahn P von 'I', Da T auf E punkttransitiv und ljf ein Normalteiler
von I' ist, hildct die Menge P" = 1: cine die Ebene E schlicht uberdeckende
Schar von eindimensionalen Bahnen von lJf, die unter lJf elementweise
und unter r als Ganzes invariant hleibt. Die Standgruppo r z ":": 'ft+ eines
Punktes z von E liiBt auch die z enthaltende Bahn P aus :t invariant.
Daher bleibt die Bahn P auch unter der zu L 2 = {x --+ ax+b; a> 0, b E 'ft}
isomorphen Gruppe PTz invariant; da 'PT; in r maximal ist, ist lJfJ'z
die Standgruppe von r auf P. Die Gruppe lJf~ '6+ operiert auf P scharf
transitiv; daher gilt P' ~ B, und lJfrz ist auf P effektiv (SALZMANN
[1963] Hilfssatz 1.10). Nach dem Hilfssatz 2 lallt dann r; auBer der mit
z inzidenten Geraden zt1' = KEf eine von K verschiedene Gerade L fest,
Wir nehmen zunaehst an, daB P = L gilt und die Schar % der Bahnen
von IJf dann aus Geraden der Geometrie E besteht.
LiiBt nun die Gruppe Tz ~ '6+ keine weitere von Lund K verschiedene
mit z inzidente Gerade fest, so teilt sie die duroh z gehenden von K und
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L verschiedenen Geraden von E in zwei Transitivitiitsgebiete 31 und 32
ein (SALZMANN [1962] Hilfssatz 4) und operiert auf 3( scharf transitiv;
dabei bezeichne 31 etwa die Menge aller Geraden durch z, die "zwischen"
den von z ausgehenden Halbgeraden L+, K+ und L-, K- von L bzw. K
liegen, 32 die Menge aller Geraden durch z, die sich zwischen L+, K- und
L-, K+ befinden. r selbst operiert dann jeweils scharf fahnentransitiv
auf den Inzidenzstrukturen ~(, i= 1,2, wobei die Punkte von ~t aBe
Punkte von E sind, die Geradenmenge von ~( aus den Geraden del' Bahn
(Sdr besteht und die Inzidenz in ~(von del' Inzidenzrelation in E induziert
wird. Da :t und f zu R homeomorph und in dem zum Mobiusband homoo-
morphen Geradenraum von E abgeschlossen sind, gilt (3(( ~ 1P, und
die Standgruppe von r auf einer Geraden aus ~( ist zusammenhiingend.
Die Salzmann-Ebene setzt sich aus den Inzidenzstrukturen ~1 und ~2
zusammen, wenn man noch die Bahnen von (/> und 'P als Geraden von
E hinzufiigt.
Sei ~ cine del' Inzidenzstrukturen ~t. Angenommen, die zusammen-
hangende Standgruppe r G ~ H+ liege nicht in del' Kommutatorgruppe
F'~ 1P; wegen r.: rit: = F'/rG n T' (HEWITT-Ross S. 33) ist r G dann
sagar ein Komplement von F'in r. Die Gruppe T hesitzt eine Darstellung
als Gruppe del' Matrizen
g(t, U, 1)) = (~ :t ~) mit t, U, v E n,
° ° e
t
wobei e die Basis del' natiirlichen Logarithmen und 1 =/=a=/=e eine feste
positive Zahl ist (SALZMANN [1965] S. 255). Die beiden eindimensionalen
Normalteiler von r sind dann die Gruppen {g(O, U, 0); U E U} und {g(O, 0, v)},
die Kommutatorgruppe I" ist die Gruppe {g(O, u, v)}.
Da I" auf E scharf transitiv operiert, kann Emit Hilfe del' Gruppe
{g(O, U, v)} auf natiirliche Weise koordinatisiert werden; die Geraden
x = canst sowie y = canst sind dann als Bahnen del' eindimensionalen
Normalteiler von r Geraden del' Geometric E, und es gilt (0, O)g(O,X,y) = (x, y).
Die Standgruppe des Punktes (x, y) hat dann die Form
r(x,y) '""""' {g(t, x(1-at ) , y(l- e t ) ; t E R}.
Die Standgruppe r a einer mit dem Punkt (0,0) inzidenten Geraden
G E ~ hat die Form {g(t, c(l-at ) , d(l-e t )} , wobei sowahl c als auch d
von °verschieden sind, weil r G auf G scharf transitiv ist. Konjugiert man
{g(t, 0, O)} mit Elementen g(s, c(l-a8 ) , d(l-e8 ) ) , so erhalt man, daB genau
die Punkte (c(l-a8 ) , d(l-e8 ) ) mit s E U auf del' Geraden G liegen. Dann
ware abel' del' Punkt (c, d) ein nicht zu G gehorender Beriihrungspunkt
von G, was del' Tatsache widersprieht, daB Gals Punktmenge in E abge-
schlossen ist (TP 2.1).
Wir diirfen also voraussetzen, daB die zusammenhangende Standgruppe
r G ~ U+ einer Geraden aus ~ in del' Kommutatorgruppe r' ~U2 ent-
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halten ist. Da r a kein Normalteiler von r ist und F' =f/J x 'P gilt, ist
ra eine echte Diagonaluntergruppe von f/J x 'P. Die Standgruppe rz "" n+
ist ein Komplement von I" in r.
Die Automorphismengruppe von r operiert transitiv auf der Menge
der Paare (II, A), wobei II ein Komplement von I" in r und A eine
echte Diagonaluntergruppe von f/J x 'P ist. Daher ist nach Hilfssatz 1
jedes der SSt zu der in (d) definierten Inzidenzstruktur T isomorph, die
auf der Punktmenge der reellen affinen Ebene 0 so dargestellt werden
kann, daB man als Geraden von T aIle gew6hnlichen Geraden mit einem
positiven (bzw. negativen) Steigungsfaktor nimmt, wobei die Inzidenz
die iibliche ist: T HiBt eine Gruppe }; von Kollineationen zu, die zu r
so isomorph ist, daB die Standgruppen von Punkten bzw. Geraden ein-
ander entsprechen (SALZMANN [1964] Bemerkung 3.2). fist dann eine
ebene affine und nach SALZMANN [1964] § 3 sogar die reelle affine Ebene D.
Die Gruppe r wirkt auf f wie die Kollineationsgruppe.
(x, y) 1--+ (atx+u, bty+v) mit t, u, v En,
wobei 1 i= a i= b i= 1 feste positive Zahlen sind.
Die Standgruppe rz ~ n+ eines beliebigen Punktes z von f lasse auBer
Lund K eine weitere mit z inzidente Gerade G fest. G bleibt dann weder
unter f/J noch unter 'P invariant, und f ware eine affine Ebene (STRAMBACH
[1969] Lemma 1). Da f nicht desarguessch sein kann, laBt r auf der
uneigentlichen Geraden von f wegen TP 5.10 genau zwei Punkte fest.
Nach TP 5.11 hatte dann r in f eine Fixgerade, was nicht moglioh ist.
(n) Zum SchluB bleibt noch der Fall zu diskutieren, daB die Punkt-
bahnen von 'P keine Geraden der Salzmann-Ebene f sind. Nach dem
Hilfssatz 2 bleibt unter rz "" n+ aber trotzdem auBer KEf eine weitere
Gerade Li=K invariant. Nun konnen wir wieder Lemma 1 aus STRAMBACH
[1969] anwenden, weil L weder unter f/J noch unter 'P festbleibt, und f
ist eine affine Ebene. Ratte r auf der uneigentlichen Geraden von f
mindestens zwei Fixpunkte, so ware f, weil r punkttransitiv ist, nach
TP 5.10 und 5.11 die reelle affine Ebene; da r triviales Zentrum hat,
bestande dann die Kommutatorgruppe F' (und somit auch 'P) aus lauter
Translationen, und die Punktbahnen von 'P waren entgegen unserer
Annahme Geraden von f.
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